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Richardson’s theorem [4] asserts that if a digraph has no odd circuit, it possesses a kernel. We 
improve this theorem in the following manner: if each odd circuit has two short crossing chords, 
i.e. two chords of the type (Xi, x~+~), (x,,,, Xi+s)r it possesses a kernel. 
Prdimbbes et di%Mtions 
Les notations sont celles de C. Berge [l]. Un noyau est un ensemble A la fois 
stable et absorbant. Un chemin minimal de x & y est une skquence de sommeis 
x0 = & x1, x2, . . . , x, = y telle que (&, xi+,) E u et dont OR ne peut extraire une 
sbquence plus courte posskdant la m&me propriktk. Un parcouts fermk sera une 
skquence de sommets x0, x1, . . . , x,,, x0 telle que xi, xi+1 E U. Le thkor&me de 
Richardson [4] affirme que si tout circuit du graphe est pair, le graphe posskde un 
noyau. Nous prouvons la g&kralisation suivante annoncke dans [2]. 
‘E&o&me. Si tout circuit impair poss&de dcux cordes courtes crois6es, c’est-&dire 
deux cordes du type (4, q+2)(q+l, %+& alors le graphe possGde un noyau. 
Ce theorkme prouve un cas particulier de la cor_jecture suivante. 
Conjecture (Meyniel [3-J). Si tout circuit impair posskde deux cordes, le graphe 
pos&de un noyau. 
1. La mu6thode de substitution 
La methode de substitution permet, lorsque le graphe G satisfait B certaines 
conditions, de construire un noyau de G B partir d’un noyau de G -x0, oii x0 est 
un sommet quelconque de G. 
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Soit G = (X, u) un graphe orient6 dont tout sous graphe strict a un noyau, et 
soit x0 un sommet de G. Le sow graphe G -x0 =: G,_, a un noyau IV. Nous 
supposerons qne N n’est pas un noyau de G. 
De&Son I. Une stfquence de substitzhon relative B x0 et 
NW N,, 
( 1) No = M[, = {x,), 
(2) Nz+, =(Nnr--(N&-- u Nzk’+,, 
k’ck 
UM )I 
2k’ r(x)nNc U N2k’+L ,
k’sk k’ck I 
N est une suite 
de la proc6dure 
(4) &k+‘, est un noyau du sous graphe de G induit par l’ensemble 
&k +r! - 1’ tUk*sk&k,)r 
t 5) p est le plus petit entier k vkrifiant Nzk+ I = $4. 
Remarquwls immediatement que p est bien d6fini par la condition (5) puisque 
les ensembles N 2k+, sont des sous-ensembles disjoints de Iv. 
L’id~e de la mkthode est de construire un noyau de G en adjoignant le sommet 
x0 au noyau N de G -x0 puis en remplacant de proche en proche les sommets 
devenus indksirables (c’est-i-dire contredisant la stabilite) par les sommets de- 
Venus indispensables (c’est-&dire les sommets sans lesquels on n’a pas un 
ensemble absorbant). 
D6IMioo 2- Nous appellerons prhoyau relatif 5 la skquence de substitution 
u = !V,,, N,, . . . . Nzp ,ot au noyau N el nws noterons N, le sous-ensemble de X 
dkfini par 
(6) NW = N- fi Nzk u (j NZk. 
k -=l k -0 
Leme 1. Un pre’noyau N,, est un ensemble absorbant de G; de plus, ab est un arc 
reliant deux sommels de N, on a nt?cessairement: 
(7 aENZkSr bE N2k avec Osk’<ksp. 
~:a premiere assertion est simple: les ensenMes 
A=N-- (j ‘w2k_,, B = 6 Nwl, C = r-(N) 
k -- I k=l 
forment une partition de X. D’aprks (7) on a A c No; d’aprks (2), si x E B, 
rt(x)nN,#$K Enfin si X’EC on a soit r(x)nA#@, soit I(x)fVVcB ce qui 
implique, c!‘apr& (3)” r E U [_ 1 MZk et T(x) n IV_ # $9. 
La seconde assertion r&&o des remarques suivantes: les ensembles A = 
N- U~=I N2k-1, No, h’2,. . .v NzP sont des stables partitionnhnt N; r(N2k) 43 A = 
& par dCfinition de Mzk (cf. (3)); I’(A) fl N2k = fl, par d&n&ion de N2k+l (cf. (2)); 
rW2,c 1 n N2w = f! si k’s k par d&fin&ion de Nzk (cf. (4)). 
W-e 2. Pour tout s G 2p et pour tout sommet x E NS, il existe un chemin 
e’26mentaire d  bngueur s, soit (y, = x, y,_,, . . . , ya = x0) allant ik x b x0 et ue’r@unt 
les conditions: 
(8) y~ENi~OUti=Op...pS, 
(9) yiyi_2 n’est pat un arc de G POW i = 2, . . . , S. 
L’existence d’un chemin vkrifiant (8) allant de x & x0 d&oule immediatement 
des propriWs (1) B (5); la fait que N cst un stable et le Lemme I. niontrent qu’un 
chemin vkrifiant (8) vkifie aussi (9). 
La Fig. 1 illustre la construc:ion de NW et le Lemme 2. 
Fig:. 1. 
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‘iMo&me 1. Soit G un graph abrientt! uhrifiant la condition suiuante: 
(10) Tout circuit XIX2 - - - XZp+l 1 x de G de longueur imp&e p&de deux cord& 
de la fome xkxk+, * et xk+1xk+3 (les indices sont pris duns 2/(2p+ 1)Z). 
Aiors G a un noyau. 
D&~~n&ratkn. Nous procederons par xkurrence sur ie nombre de sommets 
de G, le th6orcme &ant trivial pour les graphes ayant moins de 4 sommets. 
Supposons done le theoreme vrai pour tous les graphes 2 moins de n sommets 
et raisonnons par l’absurde en supposant qu’il existe un graphe G = (X, U) & n 
sommets satisfaisant aux conditions suivantes: 
( 11) Tout circuit impair de G a deux cordes courtes croisees. 
( 12) G n’a pas de noyau. 
G est ainsi un graphe noyau-imparfait critique et est fortement connexe (cf. 
[ 21). 
Soit x,, un sommet de G: G -xg a un noyau N. Soit alors a = No, I$, . . . , Nzp 
une kquence de substitution relative ti x0 et N (cf. methode de substitution). 
La clef de la demonstration est le lemme suivant: 
Lemme 3. U?r chemin minimal de x0 ir UTC sommet quelconque de Ns (s 2 2) a pour 
longueur un entivr de meme pariti que s. 
Supposons en effet ce lemme dCmontr6; nous allons montrer qu’alors le 
pknoyau lV, est un noyau de G, ce qui contredit notre hypothbe (12). 
Pour cela il suffit, vu le Lemme 1, de montrer que G ne contient aucun arc de 
la forme a6 avec a E Nzjr b E Nzk et Ssj c k s p. 
Supposons qu’au contraire un tel arc existe et choisissons cet arc ab de telle 
manike que j soit minimal; soient alors x0 - - * x, un chemin minimal de x0 B 
x, =a et tZkzzk_I ’ - - z1 to un chemin klkmentaire de zzk = b h z. = x0 tel que: 
(13) ZiENi POW i=O,l,..., 2k,et 
( 14) ZiZi __2 n’est pas un arc de G POW i = 2,3, . . . ,2k. 
Ces chemins existent en vertu du fait que G est fortement connexe et du 
1, L-mm2 2. 
?MJ? r’ k plus grand entier r tel que x,# soit WI des sommets zo, . . . , z2k.._1; on 
pose x,. = zk,. Le pseudo circuit 
(voir Fig. 1) es! ainsi un circuit Smentaire C de longueur r - r’ + 1 + 2k - k’. Or 
Ie Lemme 3 implique que r’ et k’ sont de meme paritk et que r est pair. C est 
done un circuit impair et a deux cordes croisees (hypothke (II)). La minimalitk 
du chemin .“cO - . . x, et ia cwdition (14) montrent que C ne peut avoir que trois 
cordes courtes: z k’+lx&.19 &+b et az 2k _ 1. La d&nition de &i (conditions (3) et 
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(4)) montre que I’arc azzk+ n’existe pas. Les cordes z~‘+~x,~+~ et q__& sont done 
croisees dans le circuit C, d’ou, puisque a # b: 
(15) a =x, =&‘+I et Xr’=&l. 
Ainsi t’ = r - 1 est impair et, d’apres le Lemme 3, k’ + 1 est pair. L’existence de 
l’arc (%‘+I, Xv’+1 = a E Nzi) contredit alors soit la minimalit~ de j si k’ + 1 < 2j, soit 
la d&k&ion de N k’+l si k’ + 12 2 j (conditions (3) et (4)). 
La preuve du Theo&me 1 est ainsi complbte. 0 
D6mornsQrati0u du Imume 3. Par r&urrence sur s. 
Pour s = 2. wit x, l l l x, un chemin minimal de x0 Q x, E N2; par le Lemme 2, il 
existe un chenin elementaire qyl:ko de 4 B x0 avec y, E NI et (h, x0) $ U. Le 
parcours x0 - l l qylxo est un circuit car tous les q sont distincts. Si r est impair, ce 
circuit contient, par hypothese (ll), deux cordFt 5 courtes croisees. Comme le 
chemin x0 8 l l x, est minimal et que x,x0 n’est ~2,‘; un arc de G, ces cordes sont 
necessairement ylxl et &_,y, qui ne sont croisees que si r = 1. Mais l’arc xoyl ne 
peut exister sinon N est un noyau de G contrairement i nos hypotheses. Ainsi 
r # 1 et la contradiction obtenue montre que r est pair. 
Supposons maintenant que le lemme soit demontre pour 2, . . . , s - 1 (s > 2). 
Soit x0 l l l x, un chemin minimal de x0 a x, E IV’ ; raisonnons par l’absurde en 
supposant que r et s sont de parites dtierentes. Il existe, par le Lemme 2 un 
chemin Umentaire de x, B x0 soit ys = q, y,_, , . . . , y l, y. avex les proprietb: 
(16) yiENi pOUri=O,Ip.a.,~, 
(17) yiyi-2 n’est pas un arc de G pour i = 2, . . . , S. 
Cas 1: Le par-cows x0 l l l .\y,_ 1 l l l y, est un circuit. 
Comme r n’est pas de meme parite que s, ce circuit est impair et doit contenir 
par hypf ‘;&se ..’ (11) deux cordes courtes croisees; d’apres la minimalite du chemin 
x0, - ’ * 3 x, et la propriete (17j ces coirdes sont les arcs ~,_~y~-~ et ylxl. Vu que 
y, #q, cela implique xl =x, et r = 1. Ainsi s est pair et xoys_l est un arc de G ; N 
est un noyau de G, en contradiction avec (12). 
Cas 2: Le parcours x0 l l 0 &y,_., . l . y. n’est pas un circuit. 
Les chemins x0 9 l l x, et y,_, l l l y. crnt alors au moins deux sommets communs. 
Soit r’ le plus grand entier tel que x,~ scnit un des sommets y,_,, . . . , y,, y. et soit r” 
le plus grand entier inferieur B r’ tel qlue A+ soit un des sommets y,-1, . . . , y, ~0. 
On pose: 
(18) xrp = ysl, et x,#~ = ys,,. 
SOUS-cas 2.1: s” < s’. D’apres notre definition de r’, r”, s’, s”, la minimalitk du 
chemin x0 l l l x, et la propriete (17) le parcours xyrr l l l Jc, = yssys-l l l . ysll est, on 
le v&tie facilement, un circuit C”. r” et s” sont de m&e parite, d’apres 
l’hypothese de r&urrence; C” de longuzur r - r” + s - s” est done UII circuit impair 
et a deux cordes courtes croisees. Vu la minimalitk du chemin x0 l l l x, et la 
propriete (17), ces cordes sont les arcs h_,y,_, et ys~~+1~r8~+1; cela implique l’une 
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des assertions uivantes: 
(19) x’-~=Y~~=+ et x,“+~=& 
cm ys”+l= x, = ys et y,_ 1 = ysw = x,~. 
Or c’est absurde puidque s”< s’ < s et t” <1 r’ < r. 
Sow-cas 2.2: s’C s”. De la meme manicre que pr&demment, on a les 
propriMs suivantes: le parcours x,,$ . * 9 x, = yse l l l ysNysm_l l l l yse est un circuit C’ 
de longueur impaire puisque t’ et s’ sont de meme paritk. C’ a dew cordes 
courtes crois6es qui sont les aws q_ lyF -1 et ys~+I~r~+l; cela implique l’une des 
assertions uk antes: 
(21) x’..-~ == yse = x,, et x’,+~ =x, 
(22) y,,, 1 = x, = y, et y,_-, = ysI = x,,. 
(22) entraine s’= s - 1, ce qui est absurde puisque s’ < s”< s. 
(21) entraine t’ = t - 1 et les trois nombres s, s’, t’ sont de m$me parik ll y a 
contradiction: En effet, si s et s’ sont impairs yse =%-I et y, =x, sont deux 
sommets apphrtenant B N (voir propriM (2)) et ne peuvent *tre reliks par un arc 
de G; d’autre part, si s et s’ sont pairs, Y~__~ est un sommet de N et l’existence de 
l’arc (x, _ 1 = vsf, y,_,) contredit la definition de IV,* (propriMs (3) et (4)). 
Commc s’ f s”’ la dimonstration du Lemme 3 est achevbe. 
Remwque 1. Les Figs. 2, 3, 4 donnent des exb:mples de graphes pour lesquels la 
m@thode de substitution ne construit pas UII noyau, ces graphzs ne vkifiant 
qu’une hypothkse plus faible que celle du Thkor*me 1. Sur ces figures, pour 
chaque sommet du graphe, nous avons indiqui :;on appartenance kventuelle & un 
Nk ; les sommets entour& sont les sommets de N. 
Remuque 2. Le mkthode de substitution peut n&nmoins s’appliquer avec d’au- 
tres hypotheses ur G; ainsi le Thkorkme 2 suivant peut 6tre obtenu par cette 
methode, le Lemme 3 restant vrai avec l’hypc+hi?se. 
Fig. 2. Tou: circuit 61Cmentaire impair a deux cordes courtes croiskes, mais il existe urr c:rcuii impair 
non &mentaire sans cordes ccsurtes crois6es. 
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Fig. 3. Tout circuit impair a deux cordes courtes, n:am il exist8 un circuit elementaire Impair sans 
cordes courtes croisees. 
Fig.. 4. M6me cas que la Fig. 3 avec un graphe antisymetrique. 
TMioriime 2. Tout circuit &Zmentaire impair de G est constitud &arcs symhiques. 
La demonstration en est notablement plus simple. 
Note added in proof 
H. Galeana-SBnchez recently discovered counterexamples to Meyniel’s conjec- 
ture (Discrete Math. 41 (1982) 105-107); actually, for every integer k, there 
exists a digraph without kernel such that every odd circuit contains at least k 
chords. 
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